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Problem 12.1.3. Los foljande partiella differentialekvation om mojligt med hjalp av

separation av variabler
Uy + Uy = u. (1)

Lésning. Vi soker l6sningar pa formen u(z,y) = X (z)Y (y), da tar (1) formen

XY + XY= XY. (2)
Vi vi separerar variablerna och far
X' Y’
—=1-—==A\ 3
X v (3)

Dér A ar nagon konstant, vi delar nu upp (3) i tva ordinéra differentialekvationer

X' =X (4)
Y = (1-\Y. (5)

Vi ser enkelt att (4) har 1osningen X = ¢, och (5) har 16sning Y = e MY, Vi far da

att u ar pa formen
ul@,y) = AW, (6)

]

Problem 12.1.7. Los foljande partiella differentialekvation om mdojligt med hjalp av

separation av variabler
Ugg + Ugy + Uyy = 0.
Lésning. Vi siker precis som innan l16sningar pa formen v = XY, (7) tar da formen
X"Y + XY+ XY" =0. (7)

Vi ser dock nu att (8) ej ar separabel, sa vi far ge oss hér, jag kan dock berétta att alla

linjara funktioner uppfyller (7), dvs vi kan ta u = c;z + coy + cs. O



Problem 12.2.3. Stéll upp ett randvardesproblem for temperaturen u(zx,t) pa ten stang
som sammanfaller med intervallet [0, L] dir den ena énden halls konstant vid temperaturen

up och den andra vid uy, fran bérjan &r temperaturen 01 (0, L).
Losning. Detta ar ett fall for den klassiska endimensionella varmeekvationen, den har formen
kg, = Uy (8)

Vara randvérden &r givna som u(0,t) = ug,u(L,t) = u; och ux,0) = 0 for x € (0,L). Vi
kan sammanfatta vart randvardesproblem som
kg, = Uy, t>0
u(0,t) = ug, u(L,t) = uy
u(z,0) =0, z e (0,L).

Problem 12.3.1. Lo6s varmeekvationen under antagandet att staven ar av langd L.

klyy = Uy
u(0,t) =0,u(L,t) =0, ¢t>0

ul(,0) = I, 0<zx<L/2
)0, L2<az< L

Losning. Vi fortsatter soka losningar pa formen v = X7, det resulterar i de ordinéra differ-

entialekvationerna

X" =X (9)
T = kAT. (10)

kXt For A > 0 kommer innebiara X =

Oavsett val av A kommer (10) att ha 16sning 7' = e
ce¥V™ dessa losningar har dock inte mojlighet att uppfylla randvilkoren X (0) = X (L) = 0
sa vida vi inte valjer ¢ = 0. For negativa A\ har vi l6sningen X = ¢; cos V= + ¢y sin v/ =z
For att uppfylla X (0) = 0 maste vi ta ¢; = 0 och for att uppfylla X (L) = 0 maste vi ha

V=X =nm/L. Det leder till att vi har l6sningar till PDE:n pa formen
nlx,t) = bye ¥ L2 "sin nre .
u boe " s 11

Vi tar alltsa u pa formen ) u,, och noterar att vid ¢ = 0 ar detta en fourierserie till u(x,0).

Vi utvidgar randvilkoret

u(z,0) = 1, 0<z<L/2 (12)
o, L2<z<L



pa ett udda sétt. Vi berdknar vara koefficienter b,

L/2
2 [F 2 (L2 2 | —Lcos (=
bnzz/o u(x,O)Sin<$)dx:E/o sin(n—zx>dxzz % O
2(1 —cos 1)
B nm '
Vi har alltsa till sist 10sningen
2(1 —cos ™), n2a? nmx
Hn=S "3 —kzt'<_> 13
u(z,t) Z — e " sin ( (13)

n>1



