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Inre produktrum

Jag vill borja med att beritta lite om det som kallas L?-teori och inre produktrum, om ni
laser SF1632 kommer dessa amnen behandlas djupare. I 6vning 3 beréttade jag kort om hur
vi kan behandla funktioner definierade pa nagot intervall I som vektorer i ett vektor rum, vi
definierade linjart beroende pa ett analogt sétt som i algebran. Vi vill nu férsoka hitta nagot
som liknar det viktiga konceptet skalarprodukt. Vi borjar med att visa att skalarprodukten
som den definieras i R" inte ar sofistikerad nog for att kunna direkt anviandas i C". I antag
att v € R™, vi definierar beloppet av v = (vq,va, ..., v,) som |v| = \/m, och siger att
langden av vektorn ar samma sak som beloppet. Om vi testar samma definition av langd
pa vektorn v = (1,7) € C? far vi att |[v| = V12+42 = 0. Det betyder alltsa att vektorn
v skulle ha langd 0, och det verkar ju absurt, vi behover istallet en battre definition. Vi
introducerar, for ett komplext vektorrum begreppet inre produkt. Om vi har ett vektorrum

V med u,v € V ar den inre produkten en funktion (u,v) har féljande egenskaper
e (u,v) = (v,u) (Hermitisk symmetri)
o (au+ fv,w) = alu,q) + f{v,w) (Linjaritet i forsta argumentet)
o (u,u) >0
e (u,uy=0 = u=0.

Vi viljer alltsa att definiera den inre produkten (u,v) pa C" som (u,v) =Y ,_, w05 (Kolla
garna att denna definition stdmmer uppfyller kraven stéllda pa en inre produkt). Vad
var poangen med att jag beréttar allt det har for er kanske ni undrar? Det ar for att vi
ska definiera en inre produkt pa rummet av funktioner definierade pa intervallet [a,b]. Vi

definierar rummet L?([a, b]) som méangden funktioner definierade pa [a, b] som uppfyller

lﬂﬂmwx<m.

Den inre produkten till L?([a,b]) definierar vi som

b
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Notera att om f, g ar reellvarda funktioner behovs inte konjugattecknet. Vi ar nu redo att
definiera konceptet ortogonala funktioner, i R™ definierar tva vektorer u,v som ortogonala
om u-v = 0, vi sdger att tva funktioner f, g ortogonala i L?([a, b]) om (f, g) = 0. Av sérskilt
intresse ar att vi precis som i R” kan anvinda Gram-Schmidt for att projicera funktioner pa

underrum av L?([a, b]).

Vad ar en Fourierserie?

Sats 1. Mdngden {cosnx,sinna},en C L*([—7,7|) ar en ortogonal méngd.

Bevis. Lat n,m € N med n # m, vi berdknar (cosnz,cosmz) och dvriga intressanta inre

produkter

1
(cosnx,cosmz) = / cos nx cos mrdr = 5/ cos ((n —m)x) 4+ cos ((n +m)zx)dx =0
(2)

1
cos nx sinnxdr = 5 / sin 2nxdr =0 (3)
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cos nx sin mxdr = 5 / sin ((m —n)x) +sin ((n +m)x)de =0 (4)

—T
(sinnx,sinmaz) = / sin nx sin mrdr =

—T

/_7r cos ((m —n)x) — cos ((n +m)z) dr = 0.

(5)
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Det som ar trevligt med en ortogonal mangd ar att det ar mycket latt att gora projektioner
pa det underrum som méangden spanner upp. Lat Vy C L?*([—n, 7)] vara det underrum som
spanns upp av de trigonometriska polynomen av grad < N, vi kan da projicera vilken
funktion f € L?([—m,7]) pa Vi med formeln

N
ag + Z @y, cOSNT + by, sinnx (6)
n=1
dar
f,cosnzx) 1
fin = <CO<S N, Cos mc> f( ) cosnardx, och (7)
f,sinnzx)
b, = <Slil iz, sin ) f )sinnzdx, och (8)

ap = <1:—1> =5 /7r f(z)d. (9)

I SF1632 kommer ni att fa bevisa foljande sats
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Sats 2. For varje givet € > 0 och varje givet f € L*([—7,7]) existerar det N sadant att det
existerar v € Viy som uppfyller (f —v, f —v) < e.

Nér vi later N — oo konvergerar alltsa (6) mot funktionen f, vi kallar serien f6r Fouri-
erserien till f.

Problem 11.2.5. Bestam fourierserien till

z? narx € [0,m).

f(x) = {0 nar x € (—m,0) (10)

Bestam ocksa det varde serien konvergerar mot vid de diskontiuiteter f har.

Losning. Vi ser "enkelt” att ag = 72/6 vi berdknar

1 [ 2(—1)"
a, = —/ z? cos nxdr = ( 2)
T Jo n

b, = l/ 22 sin nadr = 2= 1) — (=1 .
s

0 n3m n

Vi far alltsa

f(z) ~ % + Z 21" cosnx + (2((_1)n i) — W(_Dn) sin na. (11)

n? n3m n

Eftersom vi vet att fourierserien till f alltid konvergerar till $(f(z+)+ f(z—)) har vi att vid

x = 2nm konvergerar serien till 72/2. ]

Problem 11.2.15. Bestam fourierserien till f(x) = e® pa (—m, ).

Losning. Vi borjar med att berakna ay = eﬂ;_". Vi beraknar a, och b, med hjalp av
partiell integration
(="
= 12
¢ m(n?+1) (12)
_1 n+1
b, = u (13)
m(n?+1)
Vi far alltsa
eT — e T o (_1)n n(_1)n+1 .
f(x) ~ T—FZmCOSTM}—FmSIHn]I. (14)



Problem 11.2.19. Anvand resultatet fran 11.2.5 for att visa att

w2 1 1

— =14+ =+ =44 ... 1

5 +22+32+ (15)
och

2 1 1

—=1—-—= 4+ =— ... 16

12 224_32 (16)

s T 1
2 6 nz:l n? (17)
27 = 1
2 =1
n=1
Vilket var det vi skulle visa. For att visa (16) evaluerar vi serien vid z = 0, vi far da
2 0 (_1)71
0=— == 20
7T2 o0 _1)n+1
[P e e
n=1
Vilket var det som skulle visas. O
Problem 11.3.46. Bestam en partikularlosning till differentialekvationen
1 d*x
—— 4+ 120 = f(t 22
15 120 = £(1) (22)

dar f(t) ar den jamna, periodiska, utvidgningen av

f(t) = {t nar t € (O,f) (23)

1—t nartel[s3,1).

Losning. Eftersom f ar jamn kommer vi att arbeta med en cosinusserie. Vi antar att vi
har en 16sning pa formen z(t) = ao/2 + Y., a, cos(2nmt). Om vi deriverar tva ganger och

sitter in i (22) far vi da

% + Z an (12 — n?7?) cos(2nmt) = f(1). (24)

n=1



Berédknar vi cosinusserien till f ~ by/2 4+ >_ b, cos(2nmt) far vi da

1/2 1
b0:4/ tdt = -
0 2

1/2 1
bn, = 4/ tcos(2nmt)dt = %
0 wn
Detta ger upphov till ag = by och a, = ;22— vi har allts en 16sning

[e.9]

x(t) = ! + Z (=11 cos(2nmt). (25)

4 m2n2(12 — m2n?)
n=1




