SF1633 — Ovning 6
Gustaf Bjurstam
bjurstam@kth.se

2022-09-20

Problem 10.2.2. Diskutera hur systemet kommer bete sig i en omgivning kring (0, 0)

X' = (_31 _42) X (1)

X(t)=¢ (_11) el + ¢ <_64) e,

Losning. Vi ser att bada termerna kommer vilja vixa obegréansat nér t — oo. Vi har alltsa

som har losning

en instabil nod. O

Problem 10.2.7. Diskutera hur systemet kommer bete sig i en omgivning kring (0, 0)

X' = (g :;) X (2)

X(t)=¢ G) e+ co @) et

Losning. Vi analyserar med hjélp av sparet 7 och determinanten A av matrisen. 7 =0, A =
—1 leder till att vi har en sadelpunkt (se figur 10.2.12 i kursboken). Alternativt kan vi

resonera att den ena termen vaxer obegransat medan den andra gar mot noll. O

som har 10sning

Problem 10.2.13. Med hjalp av spar och determinant, och figur 10.2.12 i kursboken,
klassificera den kritiska punkten (0,0) till systemet

= —x+ !
— Y
/I —r — 1
Yy = 29
. ) . . (=3/2 1/4 . .
Losning. Matrisen for systemet &r 1 —1)2 som har spar 7 = —2 och determinant
A = 1. Eftersom 72 — 4A = 0 och 7 < 0 har vi en degenerarad stabil nod. O



Problem 10.3.2. Nar ett system uttrycks i polara koordinater tar det formen
r'=ar(5—r), 0 = —1. (3)
Visa att (0,0) dr asymptotiskt stabil om och bara om a < 0.

Lésning. Per definition dr p = (0,0) en stabil kritisk punkt till systemet om det existerar
nagon omgivning N(p,d), § > 0 sadan att for alla begynnelsevilkor X (0) = X, € n(p, )
innebér det l6sningskurvan kommer rora sig mot p = (0,0). Detta hidnder om r minskar
med tiden, det vill sdga ' < 0. Antag att vi tar Xy pa cirkeln med radie 0 < §; < d <5
betecknat C(p, d1). Da har vi ' = ad;(5—0d;), eftersom alla faktorer (utom «) nédvéndigtvis
dr positiva maste a < 0 for att vi ska ha (0,0) stabil. O

Problem 10.3.14. Klassificera eventuella kritiska punkter till foljande system
o =22—y* Y =ay—y (4)

Lésning. Vi borjar med att soka kritiska punkter, dvs. rotter till (4). En krisisk punkt &r
X, = (1,v/2) och en enda andra ir X, = (1, —/2), till sist har vi X3 = (0,0). Vi definierar

nu F(z,y) = (22 — y?, vy — y). Vid linjarisering anvander vi oss av F’s Jacobimatris

e = (5, 0)- 5

Vi behéver nu berdkna Jacobimatrisens determinanter och spar vid vara kritiska punkter.
Vi ser att sparet dr 7 = z + 1 och determinanten A = y? 4 22 — 2. Vid insittning av X far
vi 7 =2 och A = 2, vi kommer alltsa ha en instabil spiral. Vi far exakt samma analys vid
insdttning av X. Vid insattning av X3 far vi 7 = 1 och A = —2, detta leder alltsa till en
sadelpunkt. O

Problem 10.3.31. Anvind fasplansmetoden for att visa att (0,0) ar center till den icke-

linjara andra ordningens differentialekvation

2" +22° =0

Lésning. Vi later y = 2/ vi far da y/ = —223, med fasplansmetoden far vi & = £ = —_2yx3.

dx x
Denna ekvation #r separabel och vi far om vi integrar 4> = ¢ — 2%, Om y = 0 har vi alltsa
x* = ¢, vi har ocksa att for varje z-virde finns det tva tillhorande y-virden, om vi tar ¢ = 0

maste vi alltsa ha att (0,0) dr center. O



