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Problem 8.2.5. Finn den allmanna losningen till systemet
, (10 =5
X' = (8 _12) X (1)

Losning. Vi borjar med att hitta egenvarden till matrisen, som vi kallar A. Vi behéver alltsa

16sa ekvaitonen det(A — AI) = 0. Det ger upphov till den karakteristiska ekvationen

A% 42\ — 80 = 0. (2)
Ekvationen (2) har l6sningarna A; = —10, Ay = 8. Vi soker sedan vektorer vy, v, sadana att
(A—)\lf)vlzo (3)
(A_AQI)'UQZO (4)

Vi valjer vektorerna v, = <i> och vy = <g> Den allménna l6sningen ar alltsa

X = clvleklt + 02’026)\2t (5)
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Problem 8.2.7. Bestam den allmanna losningen till foljande system

¥=x4+y—=z
y =2y
Y=y —z

Losning. Vi borjar med att skriva om systemet med vektorer och matriser, vi kallar vektorn

X och matrisen A.

1
2 0| X (7)
1



Vi fortsatter pa samma sétt som i 8.2.5 och soker egenvarden och egenvektorer till A. For

att bestamma egenvéarden till A stéller vi upp

1—-X 1 -1
0 2-2A 0 =0 underdeterminanter pa nedersta raden ger (8)
0 1 —1-2A
1 -1 11— 1
2 0'_(””‘ 0 2—/\‘_0 (©)
2-A—(1+N1-N2-XN)=2-N\—-1)=0. (10)
Vilket har losningarna Ay = 2, Ay = —1,A\3 = 1. Nar vi soker egenvektorer far vi v; =

(2,3, )T, vy = (1,0,2)T, v3 = (1,0,0)”. Losningen till systemet ar alltsa

= 1% 4 vt 4 cyvse! (11)
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Problem 8.2.23. Bestam den allmanna l6sningen till

, (-1 3
x- (7 9)x 12
Losning. Matrisen har egenvardet A = 2 med multiplicitet 2. Egenvektorn tillhérande A ar

v = (1,1)T. Forsta termen i den allminna lésningen ar alltsa ve?’. Vi ska nu soka en vektor

(3 Poean ()

Vi har da den fullstandiga 16sningen

u sadan att

X = cive” + ¢ (vte* + ue™) (14)

Problem 8.2.39. Finn den allmanna losningen till

, (4 =5
X' = (5 4 X (15)
Losning. Matrisen i (15) har den karakteristiska ekvationen A\? +9 = 0 med losningarna

A = =£i. Vi staller upp for att hitta egenenvektor till A = 3i.

4-3i =5
(5 —4-3@)”_0 (16)



4+ 30
5
tva satt vi kan ga vidare, ett satt som kraver lite kunskap om komplexa tal och de komplexa

Denna ekvation ser man ganska latt att har en losning v = . Har ifran finns det

definitionerna av cos och sin, och ett sitt dér vi far den reella losningen pa direkten (i den
har kursen arbetar vi bara med reellvarda funktioner men det gar ju faktiskt att arbeta med
komplexvarda funktioner ocksa. Jag kommer ga igenom bada sétten, borjar med raka vigen
till den reella 16sningen och sa tar jag andra sattet sen for den mer matematikintresseerade.
Metod 1: Vi definierar tva vektorer by, by. Vi definierar b; som realdelen till egenvektorn
v och by som imagindrdelen. Vi har alltsa b = (4,5)7 och by = (3,0)”. Vi har da ett

16sningsrum som spanns upp av de tva funktionerna

X, = by cos(3t) — bysin 3t (17)
X5 = by cos(3t) + by sin 3t (18)

Den allménna 16sningen ar da alltsa
X :ClX1+C2X2. (19)

Metod 2: Om man inte tycker om metod 1, kanske for att man tycker den ar for bara

fromler att folja, tycker man forhoppningsvis att det har ar roligare och mer intuitivt. Jag

uppmuntrar framforallt de som vill ldsa master i Tillampad matematik att rikna lite

pa det héar iallafall under kursens gang. Det kommer vara guld vart att vara bekant med

komplexa tal och funktioner néar ni ska lisa SF1632 efter det hér!

I den har metoden gar vi vidare precis som om vi hade haft reella egenvirden i borjan. Vi
4 — 3

noterar att vektorn u = 5 ) ar egenvektor till egenvardet A = —3i. Saledes ar var

16sning, om vi inte begransar oss till realvarda funktioner
X = cive® + cyue™", (20)

Enligt Eulers formel har vi €3 = cos 3t + isin 3t och e 3" = cos 3t — isin 3¢, for att X ska
vara en realvard funktion ska vi alltsa hitta lampliga c1, co sa att imaginardelen av funktionen

ovan ar noll. Eftersom w ar den komplexa konjugatet till v ar ett mojligt val ¢; = ¢ = k4

med och ett annat ar ¢; = —cy = kot med kq, ks € R. Med Eulers formel igen far vi da
X =k (ve™ +ue™) =k ((4 —g 32) (cos 3t + isin3t) + (4 _5 32) (cos 3t — isin 3t))
8 6) .
=k ((10) cos 3t — (O) sin Bt)

X, = kyi(ve®™ — ue ") = kyi ((4 —g 32) (cos 3t + isin3t) — (4 _5 31) (cos 3t — isin 3t))

. (61 8\ . . 8\ . 6
= kot ((O) cos 3t + (10) zsmi’)t) = —ko ((10) sin 3t + (0> CoS 3t)



Vilket &r samma losninger som vi fick med Metod 1 om vi véljer k; = 1/2 och ky = —1/2 O



