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Problem 1.1.3. Bestam ordningen av och huruvida differentialekvationen ar linjar.
Py — 3y + 6y =0 (1)
Lésning. Vi kan skriva om (1) som

dy d*y
tP—= —'— + 6y = 0. 2
att ~ae Y @)
Nu ér det (kanske) enklare att se att ekvationen ar av ordning 4 eftersom det &r den hogsta
ordningens derivata som ingar i ekvationen ar 4. Eftersom alla termer dar nagon derivata

(&ven nollte derivata) ar linjira i termer av y ar ekvationen linjar. O

Problem 1.1.5. Bestam ordningen av och huruvida differentialekvationen ar linjar.

2 dy\?
I i (2 (3)
dx dx

Lésning. Med samma resonemang som innan ser vi att ordningen av ekvationen ar 2. Efter-

som /1 + (dy/dz)? inte ar en linjar funktion med avseende pa dy/dz ser vi att differen-

tialekvationen &r ickelinjar. O

Problem 1.1.62. Betrakta differentialekvationen 3’ = y? + 4.

(a) Forklara varfor det inte finns nagra konstanta lésningar till differentialekvationen.

(b) Beskriv grafen for en 16sning y = ¢(z). Kan losningen ha nagra lokala extrempunkter?

Lésning. (a)Eftersom vi jobbar med reellvérda funktioner (dvs. reella vérden pa y) kommer
y' > 4 overallt. Eftersom konstanta funktioner inte kan ha en nollskiljd derivata kan vi inte
ha nagra konstanta l6sningar till differentialekvationen.

(b) Eftersom derivatan &r positiv (> 0) 6verallt 4r maste ¢ vara striangt vixande overallt,

vi kan med andra ord utesluta lokala extrempunkter. Dessutom vet vi att 3’ blir stort for

stora |y| och litet for sma |y|. Darfér bor grafen se ut nagot som nedan.



Problem 1.2.15. Bestdm minst tva losningar till begynnelsevérdesproblemet

y =3y*3  y(0)=0 (4)

Lésning. En trivial konstant 16sning &r y(¢) = 0. En andra l6sning &r svarare att hitta. Vi
noterar att (z°)%® = 22 och att D,(2%) = 322. Det verkar som att en andra losning skulle
kunna vara y(t) = ct®, dir ¢ ar nagon godtycklig konstant. Vi testar var 1osning genom att

derivera uttrycket, och kolla begynelsevardet

Dy(ct?) = 3ct? Detta ir alltsa ok om ¢ = 1
y(0) = c0® = 0 detta med.

Alltsa ar y(t) = t* en 16sning. O

Problem 1.3.3. [ denna uppgift ska vi bestamma en matematisk modell for att beskriva
hur en population P(t) beror av tiden ¢. I denna modell &r det givet att barnafédandet &r

proportionerligt mot populationen och dodstalen mot populationen i kvadrat.
Lésning. Vi borjar med att uttrycka fodelsetalen P, och dodstalen P,

P =P
P, = co P2,

Vi ar intresserade av totala populationséandringen, det vill sdga nettoflodet P’ = P;,, — Py.

dP

% = Clp - CQP2 (5)

Fundera pa: Fixera c;, o (det vill sdga vélj varden), hitta vid vilken (nollskiljd) population

losningen blir konstant.



Problem 2.1.25.  Finn alla kritiska punkter och fasportratt till den autonoma forsta

ordningens differentialekvationen
v =y 4=y (6)
Klassificera varje kritisk punkt som asymptotiskt stabil, instabil, eller semi-stabil.

Losning. De kritiska punkterna ar y = 0,2, —2. Vi kollar tecknet pa derivatan emellan de

kritiska punkterna, forslagsvis y1 = —3,yo = —1,y3 = 1,9y, = 3.

Vi ser att derivatan ar negativ under y = —2 och positiv 6ver, det vill saga att i bada fallen
ror sig kurvan bort fran den kritiska punkten, y = —2 &r en instabil kritisk punkt. Samma
resonemang sa ser vi att kurvan narmar sig y = 0 underifran men inte ovanifran, darav drar
vi slutsatsen att y = 0 ar semistabil. Till sist ser vi att kurvan nirmar sig y = 2 bade
underifran och nedanifran, dirav ar y = 2 asymptotiskt stabil. Jag lamnar ritandet till
er. O

Problem 2.2.17. Los foljande differentialekvation med separation av variabler

— =p_—p?
dt

Losning. Vi borjar med att notera jamnnviktslosningarna P = 0 och P = 1. Antag nu att
P # 0,1 (vi forsékra oss om att vi inte dividerar med noll). Vi skriver om ekvationen och

integrerar pa bada sidor

dp P
— =P — P? — =t
di 7 PA-P)

/P(%_P)dP:/dt

[5-pqap=t+c

P P-1
1
log ﬁ':t‘l‘Cjﬁ:—l‘{‘ﬁ:CGt
. cet
P =(1-P)ce :>P<):1—|—cet



Problem 2.2.43. Varje forsta ordningens autonoma differentialekvatoion Z—m = f(y) ar

separabel. Finn explicita losningar vy, y2, y3, y4 som uppfyller

nO =2 wO)=1 0= wo)=-2 M)
% =y—y (8)

Rita l6sningarna (lamnar jag till er), och ange definitionsintervallet [,, for varje 16sning.

Lésning. Vi borjar med att skriva om (8) och sdtta integrationstecken framfor

/ﬁ:/y(l—;)y(ley):/dI (9)

1 1
log|y|—§log|y+1|—§1og|y—1|:x+C' (10)
—|y| = ce” (11)
ViIyE =1
2
y 2x
—— = e (12)
ly? — 1]
y? =|y* — 1ce™ (13)
+ce?®
2
- = 14
y 14 ce?® (14)
|cle®

y=+— Y
V|1 £ ce?|

Jag loser for y; och yy4, yo, y3 ldmnar jag at er. Sétt . =0,y = £2

iQ:i\/H/\/|1ic|:>4:‘ ¢ ‘

1+¢
2e”
4e2r — 3

Valj tecken beroende pa om vi loser for v eller y,. I bada fall ar defintionsméngden I 4 =

(% log (%) ,oo). (Vi far inte ha negativt under rottecknet eller noll i ndémnaren). O

Problem 2.3.5. Finn den allménna losningen till ODE:n, ange ocksa det storsta intervallet

I dér 16sningen ar definierad. Avgoér om det finns nagra forsvinnande termer.

y + 32%y = 2° (16)



Losning. Det har ar ett ypperligt tillfdlle att trdana pa integrerande faktor. En antiderivata

till 322 &r 2°. Vi multiplicerar (16) med e* och erhaller

y'e 4 y3a2e” = 22" (17)
D,(ye®’) = a%e® (18)
f f 1 .

ye® = /x2e“3d:c = §ex3 +c (19)

1
y==+ce ™ (20)

3
Losningen ar definierad pa hela reella axeln och ce™*" ar en forsvinnande term. ]

Problem 2.3.57. Foljande system av differentialekvationer beskriver radioaktivt sonderfall
av en speciellt sorts radioaktiva &mnen

dx

Y 21
a — )
d

Dar Ay, Ay ar konstanter. Fundera over hur du skulle 16sa det har systemet under begynnel-

seviardena z(0) = zo, y(0) = yo.

Losning. Den har modellen beskriver hur ett radioaktivt &mne A forfaller till B och hur B
samtidigt forfaller till C. A — B — C. I modellen &r z méngden av A och y méangden av
B. Eftersom z’ bara beror av mingden A kan vi forst finna en explicit 16sning av (21) och

M vi sétter in denna i (22)

sedan sétta in denna i (22). En 16sning till (21) dr 2(t) = xee™
och skriver om pa standardform.

Y+ Aoy = Mzoe M
Vi kan nu tillampa integrerande faktor for att 16sa for y.

Dt<y6)\2t) — Alxoet()\zfz\l)

A zgetP2—A)
A2t 140
=—+C
ye N — N +
Satt in begynnelsevilkoren och 16s
)\11‘0
= C
Yo N — +

Losningen till systemet ar alltsa




