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Problem 40.1 (S). Bestdm egenvirdena )\, och egenfunktionerna y,, till féljande problem.
y' + Ay =0 (1)

(d) y(0) = y(L) = 0, och () y(~L) = y(L) = 0

Lésning. Allmént har ekvationen (1) lésningar pa formen

y(t) = ae¥V = +be VN, (2)

(d) Antag A <0, da tvingar randvilkoren oss till den ointressant 16sningen y = 0. Antag da

istillet A = o > 0. D4 leder randvillkoren till foljande ekvationer
a=—b (3)
aeiaL — _be—iaL‘ (4)

2ial

Vi kan skriva om (4) som ae = —b och nu dra slutsatsen a,, = . Slutligen sa har vi

egenvardena och egenfunktionerna

2,,2
A = m™n _ mint/L _ _—mint/L ~, o: mnt
"= Yp = € e ~ sin ——.

(e) Med samma argument som ovan antar vi A = o > 0. Randvillkoren leder da till
aet 4 be 'l =0
ae”"* 4 pe'*l = 0

Ekvationerna kan skrivas om som (a + b)cosal = 0 = (a — b)sinaL. Vi har 16sningarna

a; = —by,a1 = n/L och ag = by, g = w/2L + 7n/L. Det kan sammanfattas som
7°n? . nu(z+ L)
)\n: m, yn:SIHT.
O
Problem 6.3 (V). Bestdm en 16sning till virmeledningsproblemet
Up = Upy, O0< <M, t>0 (5)
uz(0,t) = ug(m,t) =0, t>0 (6)
1
u(z,0) = 5(1 + cos 3z), 0<z<m. (7)



Losning. Vi borjar med att separera variabler, ansatt u = X7T'. det leder till systemet av

ordindra differentialekvationer
X" =X (8)
T' = AT. (9)
Vilket har 16sningarna T' = e och X = Acosv Az 4+ BsinvAz. (6) Implicerar att B = 0

och A = —n?. Genom att matcha koefficienter mot (7) far vi l6sningen

u(x,t :l 1+ e % cos3x).
2
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Problem Ex 6.3 (V). Betrakta virmeledning i en stang med inbyggd uppvarming. Modell
beskrivs av foljande BVP:

ut:u$x+sing, O<xz<mt>0 (10)
u(0,t) = u(m, t) =0, t>0 (11)
u(z,0) =1, O0<z<m. (12)

Bestam en losning.

Losning. Det har ar ett ickehomogent problem och darfor gar det inte att gora variabelsep-
aration. Vi forsoker homogenisera problemet genom att sitta u(z,t) = v(z,t) + ¢(z). Sub-
stitutera det hér in i (10) och (11). Det vore trevligt att ha
.
¢"(x) = —sin oL ©(0) = p(r) = 0.
Dessa tva villkor leder till p(z) = 4sin(z/2) — mz/4. Nu skall alltsa v vara en 16sning till

problemet

Vp = Vpe, O<ax<mt>0
v(0,t) = v(m,t) =0, t>0

4
v(x,O):1—4sin§+—x, 0<z<m.
7r

Det hér nya problemet ar separabelt och homogent sa vi kan l16sa det med vara vanliga
metoder. Jag tanker att sista stegen ar bra évning for er sa ni far sjalva gora berakningarna.

l16sningen ar till sist

sinnx.

x4 21— (=1)"(4n2 —5)
t)=4sin= — —z+ =
e =t o 252 LA



Problem 6.13 (V). Bestdm en 16sning till Dirichletproblemet i enhetsdisken sadant att
u(x,y) = z* + y* pa diskens rand (dvs da 2% + y? = 1).

Losning. Vi ska losa ekvationen Au = 0 pa enhetsdisken. Au = 0 innebar att w &r har-
monisk. Det innebéar att u ar realdelen till en analytisk komplex funktion f(z) = f(z+iy) =
f(re®). Att f &r analytisk innebdr att f kan skrivas pa formen f(z) = > ., c.2" =
> nso Car"e€™. Realdelen av f kan da skrivas ) r"(a, cosnf + by sinnf). For att uppfylla

randvillkoret satter vi in » = 1.
Qo . 4 . 4
— + a, cosnf + b, sinnf = cos™ 0 + sin™ 6.
: n; n + +

Bestam fourier koeficienterna som vanligt sa ar vi klara sen! Bada termerna i hogerledet ar

jamna, vi kan darfor enkelt saga b, = 0.

1/%( 16 1 sin? 0)dg — °
ag = — cos sin =
0 T Jo 27
a, =0, n # 4,0
1
a4:Z

1
u(r,0) = % + Zr4 cos 46

4,4 2,2
. . . x* +y* — 62y
Notera: cos4z = cos? 2x — sin® 2z = (cos? x — sin?2)? — (2sinz cosx)? =

4
3 Loa 4 2o
u(z,y) ==+ = (2" +y* — 62°y°).
4 4
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Problem (Link6ping). Los varmeledningsproblemet

Up = Ugy, O<zx<1,t>0
u(z,0) =1+ 2x — sin 27z, 0<z<1 (13)

u(0,t) = 1,u(1,t) =3, t>0.

Losning. Problemet har inhomogena randvillkor, vi vill atgarda det pa samma satt som vi

gjorde tidigare. Ansétt u(z,t) = v(z,t) + ¢(z). Pa ¢(z) stéller vi kraven

P'(x) =0, »(0)=1,¢(1) =3 (14)
Dessa krav leder till ¢(x) =1+ 22. Nu kan vi 16sa det homogena problemet

UV = Ugy, O<z<1,t>0
v(z,0) = —sin 27z, 0<z<1
v(0,t) = 0,v(1,t) =0, t > 0.
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Som har 16sning v(z,t) = sin 27rx. Slutligten ar 16sningen till (13)

w(z,t) =142z — e sin 27z,



