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Det som star hiar nedan ar det jag gick igenom i hostas nar vi pratade om fourierserier och
inre produktrum i SF1633, jag gjorde den genomgangen for industriell ekonomi med ganska
mycket utblick mot den har kursen sa det bor kunna vara relevant aven nu. Langre ner finns

16sa uppgifter, vill ni ha tillgang till mina anteckningar fran SF1633 ar det bara att saga till.

Inre produktrum

Jag vill borja med att beritta lite om det som kallas L?-teori och inre produktrum, om ni
laser SF1632 kommer dessa amnen behandlas djupare. I 6vning 3 berattade jag kort om hur
vi kan behandla funktioner definierade pa nagot intervall I som vektorer i ett vektor rum, vi
definierade linjart beroende pa ett analogt sétt som i algebran. Vi vill nu forsoka hitta nagot
som liknar det viktiga konceptet skalarprodukt. Vi borjar med att visa att skalarprodukten
som den definieras i R" inte ar sofistikerad nog for att kunna direkt anvandas i C". I antag
att v € R™, vi definierar beloppet av v = (vq, va, ..., v,) som |v| = \/m, och siger att
langden av vektorn ar samma sak som beloppet. Om vi testar samma definition av langd
pa vektorn v = (1,7) € C? far vi att |[v| = V1242 = 0. Det betyder alltsa att vektorn
v skulle ha lingd 0, och det verkar ju absurt, vi behover istéllet en battre definition. Vi
introducerar, for ett komplext vektorrum begreppet inre produkt. Om vi har ett vektorrum

V med u,v € V ar den inre produkten en funktion (u,v) har foljande egenskaper

o (u,v) = (v,u) (Hermitisk symmetri)

au + fv,w) = alu, q) + f{v,w) (Linjéritet i forsta argumentet)
o (u,u) >

(
(
(
(u,u) =0 = u=0.

Vi viljer alltsa att definiera den inre produkten (u,v) pa C" som (u,v) = Y, w75 (Kolla
girna att denna definition stdmmer uppfyller kraven stdllda pa en inre produkt). Vad
var poangen med att jag berattar allt det héar for er kanske ni undrar? Det ar for att vi

ska definiera en inre produkt pa rummet av funktioner definierade pa intervallet [a,b]. Vi

definierar rummet L?([a, b]) som mangden funktioner definierade pa [a, b] som uppfyller

/b |f(z)|*dr < oco.



Den inre produkten till L?([a, b]) definierar vi som

b
(f(2), g(x)) = / f(@)g@)dz. 1)

Notera att om f, g ar reellviarda funktioner behovs inte konjugattecknet. Vi ar nu redo att
definiera konceptet ortogonala funktioner, i R™ definierar tva vektorer u,v som ortogonala
om u-v = 0, vi sdger att tva funktioner f, g ortogonala i L*([a, b]) om (f, g) = 0. Av sarskilt
intresse ar att vi precis som i R" kan anvanda Gram-Schmidt for att projicera funktioner pa

underrum av L*([a, b]).

Vad ar en Fourierserie?

Sats 1. Mangden {cosnz,sinnz},en C L*([—7,7]) dr en ortogonal mdngd.

Bevis. Lat n,m € N med n # m, vi berdknar (cosnx,cosmz) och 6vriga intressanta inre

produkter

™ 1 ™
{(cosnx, cosmz) = / cos nx cos mrdr = 5 / cos ((n —m)x) + cos ((n +m)z)der =0
(2)

1
{(cosnzx,sinnz) = / cos nx sin nxdr = 3 / sin 2nzdr = 0 (3)

—T —T

T

™ 1 ™
(cosnzx,sinmzx) = / cos nz sinmzdr = 3 / sin ((m —n)x) +sin ((n +m)x)de =0 (4)

—T —T

™
(sinnx,sinmz) = /

—T

1 ™
sin nx sin mxdr = 5/ cos ((m —n)x) — cos ((n +m)z) der = 0.
(5)
[

Det som ar trevligt med en ortogonal mangd ar att det ar mycket latt att gora projektioner
pa det underrum som méangden spanner upp. Lat Vy C L?*([—n, 7)] vara det underrum som
spanns upp av de trigonometriska polynomen av grad < N, vi kan da projicera vilken
funktion f € L?([—m,7]) pa Viy med formeln

N
ag + Z a, cosnz + b, sinnx (6)

n=1



dar

f,cosnzx) 1

n = <CO<S nT, cos mc> f( ) cosnadz, och (7)
f,sinnzx)

b, = <Slil i, sin ) f )sinnzdx, och (8)

ag = <1:—1> =5 /7r f(z)d. (9)

I SF1632 kommer ni att fa bevisa foljande sats

Sats 2. For varje givet € > 0 och varje givet f € L*([—n,7]) existerar det N sadant att det
existerar v € Viy som uppfyller (f — v, f —v) <e.

Nér vi later N — oo konvergerar alltsa (6) mot funktionen f, vi kallar serien for Fouri-

erserien till f.

Losta Uppgifter

Foljande uppgifter ar delvis tagna ur Vretblads Fourier Analysis and Its Applications, in-
dikerat med (V), som var den gamla kurslitteraturen i SF1632, och delvis ur den nuvarande
kurslitteraturen.

Problem 5.6 (V). Bevisa f6ljande formel {6r den inre produkten
Au,v) = ||u+v|)* +i|Ju + | |* = |Ju—|]* = i||Ju — iv]|*. (10)

Losning. Det har priméart en 6vning i att utnyttja den inre produktens egenskaper, vi borjar

med att expandera hogerledet i (10):

[lw +ol* + il lu + ] |* = [Ju = vl|* = ilJu — iv]|*
=(u+v,u+v) +i{u+iv,u+iv) — (u — v, u — vy —i{u — W, u — W)
=(u,u+v) + (v,u+v) + i{u, u+iv) — (v,u+ ) — (u,u —v) + (v,u — v) —i{u,u — W) —
=(u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) + i{u,u) + (u,v) — (v,u) +i{v,v) — (u,u) + (u,v) + (v, u)
{u,u) + (u,v) — (v, u) —i{v,v)
=4(u,v

(v, u — iv)

- <U’U>



Problem 5.7 (V). Bestam det polynom p av grad hogst 1 som minimerar f02 le® —p(x)|*dx.

Losning. Att bestamma p dr detsamma som att projicera e* € L?([0,2]) pa underrummet
V C L?([0,2]) som spanns upp av polynomen av grad 1 eller lagre. Den har typen av uppgift

har atminstone tidigare varit valdigt vanlig pa tentorna. Stegen &ar som foljer:

1. Bestdam en ortogonal bas B for V' med hjéalp av Gram-Schmidt
2. Projicera varje funktionen pa varje vektor i B

3. Summera resultaten

Vi viljer @1 = 1/v/2 som forsta vektor, for att bestimma den andra berdknar vi

1 2
P2 =T — <$’¢1> golzx——/ zdr =z — 1.
(1, p1) 2 Jo

Vi bestammer sedan ocksa (@9, p2) = 2/3. Nu skall vi berdkna foljande

) e’, 1 [, e —1
proj,, () = Mgol = —/ e“dx =
0

<9017 901> 2 2
: <ez, @2) 3 /2
ro e’) = = —(z—1 z—1)edx = 3(z — 1
proj,, (e”) o on) 2 5 ) i ( ) ( )
Sammanfattningsvis blir p(z) = 62% +3(z —1). O

Problem 4.1 (V). Bevisa formlerna ¢, = 3(a, — ib,), c_n = 3(a, + ib,) for n > 0 och
bo =0.

Bewvis. Vi bevisar formlerna genom att sitta de tva representationerna for fourierserien till

f lika med varandra

[e.9]

oo
g c et = 5 a, cosnx + b, sin nx.

n=-—oo n=0

Sedan anvander vi Eulers formel for att skriva om hogerledet

o0 o
Z cn(cosnx + isinnx) = Z (cn(cosnx + isinnm) + c_n(cosna: — isinnx))
n=-—oo n=0

=2cy + Z ((cn +c_p)cosnz + (¢, — c_p)isin n:c) =ag+ Z a, cosnx + b, sinnx
n=1

n=1

For varje n > 1 loses ekvationssystemet

Cp +C_p = ay
(cn+cp)i = by.
Vilka har 16sningarna som anges i formeln ovan. O

4



Problem 2.6.2 (PZ). Lat f € E och lat

ao .
5 + E a, cosnx + b, sinnx

n>1
beteckna fourierserien till f pa [—m,7]. Berdkna

1/Wﬂx+m—f@Ww:

T™J_n

i termer av a,, b,.

Losning. Jag valjer att istallet betrakta den alternativa representationen av fourierserien
f(z) ~ > c,e™. Da inses enkelt att fourierserien till g(z) := f(z + 7) — f(z) ges av

g(a) ~ D ealem T — ey = 37 (1) = e

neL ne’

For att berakna & [7|g|?dz anvander vi nu Parsevals formel

1 [" "

;/ lg(@)Pda = 2lcol” +2) - (Jenl® + [eonl?) (1= (=1)™) (11)
- n>1

For att erhalla svaret i termer av a,, b, kan ni anvanda formlerna som visades gélla i Prob-

lem 4.1. O

Problem (Link6ping). Antag att funktionen f &r tva ganger kontinuerligt deriverbar med
perioden 27. Visa att lim, . n?c, = 0. Visa vidare att fourierserien for f ar likformigt

konvergent pa R.

Lésning. Att f € C? innebér att f” ar kontinuerlig, vilket innebéar att fourierserien till f”
ar punktvis konvergent pa hela R. Givet att f ~ > ¢,e™® och f” ~ 3 d,e™® kan vi visa att

27Tdn — / f-//eina:dm — |ein:1:f/‘T . |2’nem‘rf}T o n2/ eznxf<l,>dx
T T

Tackvare periodiciteten och kontinuiteten for f och f/ blir de férsta tva termerna i hogerledet
noll och vi har kvar d,, = —n?c,. Eftersom fourierserien for f” ér konvergent maste det gilla
att d,, — 0 nar n — oo, vilket ar ekvivalent med pastaendet vi skulle bevisa. []

Nedan foljer bevis for pastaendet om likformig konvergens pa R.

Givet nagot € > 0 behover vi visa att det existerar N € N sadant att |}~y cpe™ < e

for alla x € R. Vi borjar med att utnyttja triangelolikheten

Z Cneinz S Z |Cneinac| S Z |Cn|

In|>N In|>N In|>N



Enligt det vi tidigare bevisade vet vi att det existerar N sadant att for nagot M € R sadant
att |c,| < &5 for alla |n| > N. Da vet vi alltsd att

: M
mnx
E Cn€ SQE pCR
|n|>N n>N

Eftersom den hogra serien sedan tidigare ar kidnt konvergent maste det finnas ett sadant N

vi soker, ddrmed ar pastaendet bevisat. O]
Problem 4.16 (V). Bestdm alla a sadana att y”(t)+ay(t) = y(t+7),t € R, har en 16sning
med period 27 som inte &dr identiskt 0. Bestam vidare alla sadana losningar.

Losning. Eftersom y ar 2r-periodisk vet vi att y maste ha en fourierserie pa formen Y ¢, e™?.

Genom denna ansats kan vi identifiera koefficienterna c,, genom att for varje n 16sa ekvationen
2 _ n 2 ny __
—n“c, + ac, = (—1) cn<:>cn(a—n — (-1 ) = 0.

Eftersom vi inte far ha y identiskt 0 maste det finnas n sadant att ¢, # 0, vilket betyder att

a maste kunna skrivas a = n? + (—1)". For sadana a har vi y = Ae™ + Be™ ™2, O



